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Resumen

Se estudia el concepto de integracién tanto para funciones de va-
riable real y valor complejo, como para funciones de variable y valor
complejos, éstas ultimas integrales de contorno. Se presentan también
algunos resultados importantes que relacionan los conceptos de analiti-
cidad e integracién y que son muy ttiles a la hora de calcular integrales
a lo largo de curvas cerradas: el Teorema de Cauchy-Goursat, la formu-
la integral de Cauchy y su generalizacién.

1. Funciones de variable real y valor complejo

Definicion 1. Sea f una funcién de variable real y valor complejo, es decir,

f: SCR—C
t— f(t) =u(t) +iov(t)

donde u(t) y v(t) son funciones de variable y valor reales. La integral de f(t)
sobre un intervalo a < t < b se define como:

/abf(t) dt:/abu(t) dt+z’/abv(t) dt 1

siempre y cuando las dos tltimas integrales existan.
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De la definicion se sigue de inmediato que

Re Uabf(t) dt} —/abRe[f(t)] dt
Im [/abf(t) dt} :/:Im ()] dt

Propiedades

Sean f y ¢ funciones de variable real y valor complejo integrables en el
intervalo [a, b]. Entonces,

1. Sik € C es una constante, entonces f: [kf(t)] dt =k f;f(t) dt

TP + )] dt = [P F(t) dt+ [P g(t) dt
3. Sia<c<b, entonces [V f(t) dt = [ f(t) dt+ [°f(t) dt

N

e~

t) de| < [ 1F0)] dt

Ejemplo 2.

1. Calcule las siguientes integrales:

a) [} (4+2it)? dt.

1 1
/ (44 2it) dt = / (16 + 164t — 4t?) dt
0 0

410 44
:[16t+8it——t3} = — +8i.
3 ], 3
b) [Z (4% +it3) (2t — 1) dt.
2 2
/ (4% + it%) (2t — 1) / (2it* + 9t° — 4it?) dt
1 1
2
135 46
_ 4 3 _ oY b
_[5 +t t1_4+15z'
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¢) [y [2€" + 3icos(t)] dt.

™ s
/ [2e" + Bicos(t)] dt = / [2cos(t) + 2isen(t) + 3icos(t)] dt
0 0
= [2sen(t) — 2icos(t) + 3isen(t)]]
= 2i — (—2i) = 4i.
2. Muestre que si m,n € Z entonces
/271' eimee—im? do = 07 sim ?é n
0 27, sim=n
Por casos:

= Si m = n entonces

2m ) 2 ) 2
/ eimle=infd qg — / eimle=imb g — / df = 2.
0 0 0

= Si m # n entonces

2r ) 2
/ eszE—znG do = / ez(m—n)G do
0 0

2m
= /0 [cos(m — n)@ + isen(m —n)6] do

2w
=0.

_ [sen(m —n)o Z,cos(m —n)b
B m-—n m—-n |,

2. Funciones de variable y valor complejos

Las integrales de funciones de variable y valor complejos se definen a lo largo
de curvas sobre el plano complejo, de manera andloga a como se definen
las integrales de linea en variable real. Por tal razén, antes de definir las
integrales de contorno, primero se estudian algunos conceptos relacionados
con las curvas en el plano.



2.1. Curvas en el plano complejo

Definicién 3. Un conjunto de puntos z = (z,y) en el plano complejo es un
arco C' si
x = xz(t), y=uy(t), a<t<b,

con z(t) y y(t) funciones continuas del pardmetro real t. A menudo se escribe
C: z=2z(t)==z(t)+iy(?), a<t<b, (2)

para hacer explicita la parametrizacion del arco.

Definicién 4. Se denomina arco simple o arco de Jordan a un arco que no
se cruza a si mismo.

Si una curva C' es simple excepto porque z(a) = z(b), se dice que C' es una
curva simple cerrada o una curva de Jordan

AU

Arco simple Arco no simple
Curva cerrada simple Curva cerrada no simple

Definicién 5. Se dice que C' : 2(t) = x(t) + i y(t), a <t < b, es un arco
diferenciable o arco suave si las componentes de 2/(t) = 2/(t) + i y'(t) son
continuas en [a, b]. En este caso, la funcién de valor real

2@ = 0P + [y )

es integrable en [a,b] y ademads, la longitud de C' estd dada por

b
L_/ 12/ (t)] dt.




Definiciéon 6. Un contorno es un arco formado por un nitimero finito de
arcos suaves unidos. Cuando sélo los valores inicial y final coinciden, el
contorno es cerrado.

Ejemplo 7. A continuacién se presentan algunos contornos simples y su
correspondiente parametrizacion.

L2 t+it, 0<t<
. z =
t—+1, 1<t<2

1+
241

es el arco formado por dos segmentos de recta, uno va del origen a
141,y el otro va de 1+ a 2+ 4. Es un contorno pues es la unién de
dos curvas suaves.

2. z2(t) = 2z + re’t, con 0 < t < 2m, corresponde a la circunferencia
centrada en zg y con radio r. Claramente es un contorno simple y
cerrado.

En particular, z(t) = €%, 0 < t < 27, es la parametrizacién de la
circunferencia unitaria; mientras que z(t) = et 0 <t < 2mesla
circunferencia unitaria pero recorrida dos veces. o

2.2. Integrales de contorno

Definicion 8. Sean f una funcién de variable y valor complejos
f:§cC—=C
z— f(2)

y C:z(t) =xz(t) +iy(t), a <t <b, un contorno extendido desde z; = z(a)
hasta zo = z(b).

Si f es continua a trozos sobre C, se define la integral de linea o integral de
contorno de f a lo largo de C' como

b
Aﬂ@w=Lmez@ﬁ 3)
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En particular, si el contorno C' es cerrado se usa la notacion

b
ﬁﬂ@wzimez@ﬁ (4)

Propiedades

Sean, C' un contorno extendido desde z; hasta zo y f, g funciones de variable
y valor complejos integrables a lo largo de C'. Entonces,

4.

Si k € C es una constante, entonces [, [kf(2)] dz =k [ f(z) d=.

Jelf )] dz= [, f(2) dz + [ 9(2)

Si se considera el contorno C' recorrido desde zs hasta z;, denotado
como —C, entonces [  f(z) dz = — [, f(z) dz.

Si C = C7 4+ Oy, entonces fc ) dz = fc ) dz + fc2 ) dz.

Ejemplo 9. Evalie las siguientes integrales de contorno.

1.

fc Re(z) dz, donde C' es el segmento de recta de 1 a 2 4 i orientado
pomtwamente.

V 241

| 1

La parametrizacién de este segmento estd dada por
z(t)=t, ylt)=t—1, conl<t<2
de donde,

2(t)=t+i(t—1), 1<t<2
Zt)=1+1i

flz@®)]=Re[t+i(t—1)] =



y de esta forma,

2 2
/CRe(z) dz :/1 Re [z(t)] Z'(t) dt :/1 t(1414) dt

IR

t2
2

3
=21+

2. [osen(2z) dz donde C es el segmento de recta desde —i hasta —4i
orientado positivamente.

—47

En este caso, la parametrizacién del segmento C' esta dada por
z(t)=0, y(t)=t, con—-4<t<-—1.
Por lo tanto,

t)=it, —4<t<-—1

f[2(t)] = sen [2(it)] = sen(2it) = isenh(2t),”

luego

-1 -1
/ sen(2z) dz = / isenh(2t) i dt = —/ senh(2t) dt
C

—4 —4
__cosh(2t) -1 _ —cosh(2) + cosh(8)
B 2 |, 2

3. Jo f(2) dz, donde f(2) =y —x — 3ix? y C es el tridngulo presentado
en la figura que sigue:

“Recuerde que sen(iz) = isenh(z).



Cy 141

Cs

Dado que C' = Cy — Cy — C3 entonces
[ ey a= [ @[ s@a- | fe)a
C 01 CQ CS

Se hace el anélisis para cada curva:
= La parametrizacion de C; es
z(t)=t, y(t)=t, donde0<t<1
y de aqui se sigue:

z2(t) =t +it

(
Zt)=1+1
flz(t)] =t —t—3i(t?) = —3it?
luego,
1 1
ﬂ@dz:/,%m%1+wdﬁ:—%ﬂ+ﬁﬁ =1—i
C1 0 3 0

= La parametrizacion de Cs es

z(t)y=t, y(t)=1, donde0<t<1,

de donde
2(t)=t+i, 0<t<1
Z(t)=1
flzt)] =1 —t— 3it?
entonces,
' 2 t2 #8101
f(2) dz:/ 1—t—3it“) 1 dt = [t———Bi—} = _3
C2 0 ( ) 2 3 0 2



= La parametrizacion de C3 es

z(t) =0, y(t)=t, donde0<t<1

luego,
z(t)=1it, 0<t<1
Z(t) =1
flz@)] =t
de donde,

Por lo tanto,

/Cf(z)dzzl—i—<%—z‘>—<%i>:%—%z’

sz dz, donde C es la mitad derecha de la circunferencia centrada en
el origen de radio 2.

En este caso,

por lo tanto,

™ ™

5 t . 't . 5 .
/ Zdz = / 27" 2™ dt = 42/ dt = 4mi
C —% _

[NIE]



2 . . .
5. fC ze * dz, donde C es la circunferencia centrada en —4 con radio 3
positivamente orientada.

La parametrizacién de la circunferencia estd dada por
2(t) = —443e", con0<t<2r
y de esta manera,
2 (t) = 3ie'
it 4+43eit)?
f(z(t)) = (=4 + 3¢e") = (=4t3et)”
Por lo tanto,

2 2 - 443 it 2 -
/ ze % dz = / (—4 + 36”) e~ (—4F3e™) 3ie' dt
C 0

2
_ _16—(—4+3e“)2
2 0

6. [, Im(z)dz, donde C esla circunferencia unitaria positivamente orien-
tada.

Como se habia visto antes, la parametrizacién de C esta dada por
2(t) = e = cost +isent, con 0 <t < 2.
Entonces

2/(t) = —sent +icost
flz(t)) = Im(cost +isent) =sent

"Recuerde que e'*™ = cos(27) + isen(2m) = 1.
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y de aqui

2
/Im(z) dz-/ sent(—sent +icost) dt
C 0

27 2
:—/ sen’t dt—l—i/ sentcost dt
0 0

B [sen(2t) t  sen? t] o

1 2 7'

=7
0

3. El Teorema de Cauchy-Goursat

Este importante y 1til resultado relaciona los conceptos de analiticidad e
integrabilidad de una funcién.

Sea C : z(t) = z(t) +i y(t), a < t < b, un contorno simple, cerrado y
positivamente orientado. Supongamos ademaés que f es una funcién analitica
sobre C'y en el interior de C'. Dado que

b
1@ = [ 1R a
C a
al tomar f(z) = u(z,y) + i v(x,y), el integrando del lado derecho es

Flz®)] 2 (t) dt = [u(z,y) +i v(z,y)] [2'(t)+iy'(t)]
= [u(z,v)2'(t) —v(z,y)y' ()] +i [ulz,y)y'(t) + vz, y)2'(t)]

o de manera simplificada,

flz®)]2'(t) dt = (u dx —v dy) +i (u dy + v dx) .
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Por lo tanto,

j{f dz—j{(udx—vdy)—i—zf(vdx—i—udy)

o s [[ o

donde la tltima igualdad se tiene en virtud del Teorema de Green. Ademas,
como f es analitica se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,
Uy = Vy ¥ Uz = —Uy, y de esta manera

[RCLE

Noétese que la orientacion de la curva C no importa, ya que

jif(z)dz:—f_cf(z)dz:().

Teorema 10 (Teorema de Cauchy-Goursat). Sean C una curva simple
y cerrada, y f una funcion analitica sobre y en el interior de C. Entonces

ff@wuzo (5)
C

Definicion 11. Un dominio simplemente conexo D es un dominio tal que
cada contorno cerrado simple contenido en él encierra sélo puntos de D, en
otras palabras, es una regién que no tiene agujeros. Si un dominio no es
simplemente conexo se denomina multiplemente conexo (con agujeros).

Dominio simplemente conexo Dominio multiplemente conexo

Corolario 12 (Principio de deformacién). Sean C; y Ca contornos
positivamente orientados, simples y cerrados, donde Co es interior a Cy. Si
una funcion f es analitica en la region que consiste en todos los puntos fuera
de Co pero dentro de Cy y sobre las curvas, entonces

f(z)dz= ¢ [f(z) dz
C1 02

12
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Ejemplo 13. Evalte la fo f(2) dz sobre la trayectoria C' dada, orientada

positivamente. Determine en qué casos es posible usar el Teorema de Cauchy-
Goursat.

1. f(z)= p— C es la circunferencia |z| = 1.

A
NI

La funcién f es analitica en todo punto salvo en z = 2, pues alli el
denominador es cero. Sin embargo, dado que este punto esta fuera de
C, se satisfacen las hipdtesis del Teorema de Cauchy-Goursat y por

ello:
2 o
dz = = 0.
frea=§ =5

2. f(2) =2%senz y C es el cuadrado con vértices 0, 1, 1 +14, i.

141

c

En este caso f es entera, en particular es analitica en el interior y sobre
C. Por lo tanto, en virtud del Teorema de Cauchy-Goursat se sigue

13



que:
?{ f(z) dz = }1{ Z2senz dz = 0.
C c

1
f(z) = sen <—> y C es el circunferencia |z — 1 4 2i| = 1.
z

!

0

—24

La funcién f es analitica en todo punto salvo en z = 0. Sin embargo,
este punto estd fuera de la curva C. Por lo tanto, a partir del Teorema
de Cauchy-Goursat se puede concluir que

frera (L) e

22 —22+4
fe)=——5—

y C es la circunferencia |z — 8| = 2. f es analitica
z

N

en todos los puntos excepto en z = :l:\/ﬁ, pero estos puntos estan fuera
de la circunferencia C, entonces por el Teorema de Cauchy-Goursat

22244
fiera=§ 222 00
c c
1

f(2) = ———— v C es la circunferencia [z — 2i| = 2.
(z — 21)

Noétese que en este caso, la funcién f tiene una singularidad en z = 2i
y este es precisamente el centro de la circunferencia C, por lo tanto no

14



4.

2i ¢

es posible usar el Teorema de Cauchy-Goursat para calcular la integral
y es necesario hacer el cdlculo a partir de la definicién. Como

2(t) =2i+ 2", 0<t<2r
2 (t) = 2ie®

1 1
flz(t)] = : = —,
entonces
1 27 1 ) 1 27 )
— dz= _ 2 et dt = =i 2t gt
ﬁu—mdz A gesit ' ¢ JA N
1 on o L ami
= —= == ™ _1)=0
59 =3 (e )

Notese el hecho de que no se pueda aplicar el Teorema de Cauchy-
Goursat no implica que §, f(z) dz # 0.
&

La Formula Integral de Cauchy

El teorema que sigue y su posterior generalizacién relacionan la evaluacién
de una integral de contorno cerrado con las derivadas de una parte del
integrando.

Teorema 14 (Férmula Integral de Cauchy). Sea f una funcién analitica
en el interior y sobre un contorno C' simple, cerrado y positivamente orien-
tado. St zg es cualquier punto interior a C, entonces

fla)= = ¢ Ly, (6)

2w Joz— 2

15



Se sigue de la formula integral de Cauchy que si una funcién es analitica
en un punto, entonces sus derivadas de todos los érdenes existen en cada
puntos y a su vez son funciones analiticas. Ademads se pueden demostrar las

formulas
P = f, ("CL dz )

21 z — ZO)
weo oy L f(z)
F(z0) = i 7{; (2 — z0)3 dz (®)
y en general paran =0,1,2...
),y f(2)
Y (z0) = o 72 (z — )" dz (9)

Notese que si se verifican las condiciones del Teorema de la féormula inte-
gral de Cauchy, es posible calcular integrales de contorno cerrado evaluando
la derivada de la funcién f en el punto zy y multiplicando por un factor
adecuado.

Ejemplo 15. Evaltie la §,g(z) dz donde la curva C estd positivamente
orientada.

2 3
1. g(2) = ﬁ dz y C es el rectangulo con vértices 4414, 4 —1, —4+1,
—4 — .
¢ C
—4 20 == 2 4

Aqui f(z) = 223 es una funcién entera y en particular analitica en el
interior y sobre C, y ademaés el punto zg = 2 es interior a C. Por lo

16



tanto de (9) con n = 1, teniendo en cuenta que f'(z) = 622, se sigue
que

2253 . . el — 9 2 _ T
fcﬁdz—mm)—2 [6(2%)] = 48

g(z) = 5 Y C es la circunferencia |z| = 3.
z

En este caso f(z) = e* es entera, en particular es analitica en el interior
y sobre C', y ademas el punto zy = 2 es interior a C. Por lo tanto, de
(6) se sigue que

z
ﬂ{ ¢ 5 dz = 2mi f(2) = 2mi €.
o

sen (22) . . .
g9(z) = 15 y C es cualquier trayectoria cerrada que encierra a
z

En este caso, f(z) = sen (22) es entera, en particular es analitica sobre
y en el interior de C', y 290 = —5 es interior a C' pues esta es la condicién
impuesta a la curva. Por lo tanto, de (6) se sigue que

f sen (22) dz = 2mi f(—5) = 2misen [(—5)2] = 2misen(25)
c Z+5 |

17



cos(z — 1)

4o9(z) = (z +24)3

—21.

y C es cualquier trayectoria cerrada que encierra a

/C;

b —2¢

Aqui se tiene que f(z) = cos(z — i) es analitica en el interior y sobre

C' (es una funcién entera), y ademds zg = —2i estd en el interior de C
pues asi estd dada C. Entonces usando (9) con n = 2 y teniendo en
cuenta que

f'(z) = —sen(z — 1), f"(z) = —cos(z — i)

se tiene que

}é’% ds — 7_”-]0//(_22') = —T1 COS(—Q’i — Z) = —7m1 COS(Si).

¢
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