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Resumen

Se presenta la definicién de funcién de variable compleja. A par-
tir del estudio de limites de funciones, se abordan los conceptos de
continuidad y derivabilidad. Se presentan las ecuaciones de Cauchy-
Riemann y su relacién con la diferenciabilidad y analiticidad de una
funcién de variable compleja.

1. Funciones de una variable compleja
El concepto de funcién es totalmente analogo al estudiado en el caso de
funciones de variable real:

Definicion 1. Sea S C C. La aplicacién

f:9—C

2 f(z) =w
se denomina una funcidn de variable compleja.
Ejemplo 2. Son ejemplos de funciones de variable compleja:
1. f(z) =22

En este caso el dominio de definicién de f es C. Si z = 3+ 4 ¢ entonces
f(2)=fB+4i)=0B+4i)?=-T+24i



1

Esta funcién no esta definida cuando 2?41 = 0, es decir cuando z = =+i.

Por lo tanto, el dominio de definicién de g es {z € C/ z # i,—i}. Si
1 1 2

z:1—ientoncesg(z):g(1—i):m:g+g2.

En este caso la funcién no esta definida cuando z+2z = 0, pero z+z =
2 Re(z), entonces el dominio de definicién de h es {z € C/ Re(z) # 0}.
Si z = —2 4 5¢ entonces

2451 1

. 5 .
M) =h(=2450) = g2 —59 2 4"

¢

Observacién 1. Al tomar z = = + iy, f(z) puede expresarse en términos
de un par de funciones de valor real de las variables x e y, es decir,

f(z) = [z +iy) = u(z,y) +iv(z,y), (1)
donde u(x,y) es la parte real de f y v(x,y) es la parte imaginaria de f.

Ejemplo 3.

1. Si f(z) = 22, entonces f(x +iy) = (v +iy)? = (22 —y?) +i (22y) y
de esta manera

u(z,y) = 2> — y?

v(z,y) = 22y.
. 1 . 1 T — 1y ,
2. Sif(z)= o con z # 0, entonces f(x + iy) = P = vy y asi
x
u(z,y) = m
Y
v(z,y) = TE i

3. Si f(z) = 2% + 2z — 3 entonces

flz+iy) = (x +iy)? + 2(x + iy) — 3 = 22 + 2ixy — y*> + 22 + 2iy — 3
= (2% — y* +22) + i (2xy + 2y)

de donde u(x,y) =22 —y> + 22 y v(z,y) = 2xy + 2y.



2. Limites

Definicién 4. Sean f una funcién de variable compleja y zg € C tal que f
esta definida alrededor de zp. La igualdad
lim f(2) = wo 2)
z—20
formalmente significa que dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |f(z) —wo| < &
siempre que 0 < |z —z9| < d. Es decir, f(z) puede hacerse tan préximo como

se quiera a wy si se escoge z suficientemente cercano a zgy, pero distinto de
él.

// \\ f // >
rsg 0N — SeE N
—o I 1 —
\ 20y \ wo /
\ 7 /
~N o~ N 7

Propiedades

Sean f y g funciones de variable compleja definidas alrededor de zg, tales
que lim f(z)y lim g(z) existen.
2—20 z—20

1. Si lim f(z) existe entonces es unico.
2—20

2. Sif(z) =u(z,y) +iv(x,y), 20 =20+17 Yoy wo = up + i vo, entonces
lim f(z) = wp siy sdlo si
z2—20

lim w(x,y) =ug Yy lim v(z,y) = vo.
(2,y)—(20.y0) (.9) (z,y)—(z0,y0) (=9)

3. lim [c f(2)] = ¢ lim f(2), con ¢ € C constante.
2Z—20 Z—20

4 Jim [f() +g(2)] = lm () + lim g(2)

zZ—20 2—20

Z2—20 Z—20 z—20

5. liw [72) o(2)] = | i £2)| | 1m o2,

3



lim f(2)

6. lim /(z) == , siempre y cuando lim g¢(z) # 0.
z—z0 g(z) lim ¢(z) z—20
z2—20

7. lim ¢ = ¢ para cada ¢ € C constante.
Z—Z20

8. lim z = z9. En general, lim 2" = 2§ para cadan =1,2,3,...
zZ—20 z—20

9. lm apz"+an_12"" '+ -+ajz+ag = anz§+an,1zgfl+- -taizgt+ag.
Z2—20

10.  lim [f(z)| =

Z—20

lim f(z2)

Z—Z20

Ejemplo 5. A continuacién se presenta el cdlculo de algunos limites y la
demostracién de no existencia de otros.

1. lim 3z2=3T+i=3(1—1i)=3—3i
z—1+1

2. lm(z2—2z+i)=i—2i+1i=4i.

3. li?glrzz Im(z) = (3+2i) Im(3+ 2i) = (3 +2i)2 = 6+ 4i.
Z— 7
L, 2243224243

4. lim .
2—1 2241

Noétese que al reemplazar z por ¢ se llega a una indeterminacién de
la forma 0/0. Sin embargo el numerador se puede factorizar como
243224 243=(22+1)(2+3)" y de esta manera se tiene

3 2 2

3 3 1 3

TN e e k. SO VOO Gl o) | Gl ) N PO S ST
z—1 22 +1 z—1 22 +1 z—1

; 22° 4522 — 8z + 10
5. lim 5 .
22 i 2%+ 2

De nuevo la sustitucion directa de z por /2 i lleva a una indetermi-
nacién. En este caso, 22° +52% — 82410 = (22 +2)(22% —42+5) " y

"Basta dividir z° + 322 + z + 3 entre 22 + 1.
"Basta dividir 22° + 522 — 82 + 10 entre 22 + 2.



asi

229 + 522 =82 +10 (22 +2)(22% — 42+ 5)

lim lim

z—V2 1 22 +2 z—V2 1 22 +2
= lim (223 —42+5)=5-8V21.
z2—V2 14

. 223 —5224+82—20
6. lim .
252 23+ 322442+ 12

La sustitucién de z por 2i nuevamente conlleva una indeterminacion.

En este caso tanto el numerador como el denominador se pueden fac-
. *okok

torizar

2% — 52 +82—-20= (2 —2i) (2 +2i) (2 +3) = (22 +4)(22 — 5)
2 4+32% 442+ 12 = (2 — 2i) (2 + 20)(22 — 5) = (2% +4)(z + 3)
y de esta forma

22 —5224+82-20 . (*24+4)(2z2-5) . 2z2-5

i = = i
0 332 4 Az + 12 sk (22+4)(2+3) % 2+ 3

2(2i) — 5 722
—— ==+ .
2 + 3 1313

Si este limite existe entonces puede calcularse haciendo tender el punto
z = x + iy hacia el origen de cualquier manera. Sin embargo, al tomar
puntos sobre el eje real y sobre el eje imaginario se tiene

0+ iy

x + 10

* %k . . . ’ .z . 7
Para ambos polinomios 2i es raiz, por lo tanto también lo es —2¢ y por esta razén uno
de los factores es 2% + 4.



.13—1—20_1‘:1 2—0 1L

» Si z=x+1i0 entonces f(z) =

z—i0
0+1 ) -

» Si z =0+ iy entonces f(z) = 0+z‘y :—Z,—y:—lu>—1.
-y 1y

Por lo tanto, en virtud de la unicidad del limite se concluye que el

, 2 .
lim — no existe.

z—0 2z
S lm Re(z) {m(z) — lim Re(z) Im(z).
z—0 zZz z—0 ’2‘2

En este caso se demuestra que el limite no existe haciendo tender el
punto z = x + iy hacia el origen por rectas de la forma y = ma:

Yy =mx
entonces
2) = i) = failma)) = 50— I =

de donde para cada valor de m hay un valor para el limite, pero
esto contradice el hecho de que el limite es tnico. Por lo tanto el
. Re(z) Im(z)
lim —————=
z2—0 zz

no existe.

&

3. Continuidad

Definicién 6 (Continuidad en un punto). Sean f una funcién de vari-
able compleja y zg € C tal que f estd definida alrededor de zg. Se dice que
f es continua en zy si

lim f(2) = f(z0).

z—20

Lo anterior es equivalente a:



1. f esta definida en zg, es decir, zg esta en el dominio de f.

2. lim f(z) existe.
2—20

3. lim f(2) = f(z0).

z2—20

Si f no verifica alguna de las condiciones anteriores se dice que f es discon-
tinua en z.

Definicién 7 (Continuidad en una regién). Se dice que f es continua
en S C Csi f es continua en cada z € S.

3.1. Propiedades

La continuidad en funciones de variable compleja verifica propiedades analo-
gas al caso de funciones de variable real. Sean f y ¢ funciones definidas
alrededor de zg,

1. Si f(z) = u(z,y) + i v(x,y) entonces f es continua en zg = g + i Yo
si y so6lo si u(x,y) y v(z,y) son continuas en (zq,yo)-

2. Si fy g son continuas en zg y ¢ es una constante entonces las funciones
c- f, f+g, f-9, =y fog son continuas en zg, siempre y cuando estén
definidas. I

3. Sif(2) =anz" +ay_12"" '+ -4+ a1z + ag es un polinomio entonces
es continuo en cada zg € C.

Ejemplo 8. A continuacion se analiza la continuidad de algunas funciones:

1. f(2) =322 —-2224+8i 2+ 4.
Esta funcién es un polinomio y por lo tanto es continua en todo C.

2. g(z) = 3z +sen(2zy) +i yt.
En este caso las funciones parte real u(z,y) = 3z + sen(2zy) y parte
imaginaria v(z,y) = y* son continuas en cada (x,y) € R2. Por lo tanto
g es continua en todo C.

3. f(2) =14 2z para z # 0.
El punto z = 0 es una discontinuidad de f ya que no pertenece al
dominio de la funcién.



z
=, z#0

h(z) =<z 7
1, z=0

En este caso h estd definida en z = 0, sin embargo h es discontinua

alli pues lim i no existe (Ver Ejemplo 5 numeral 7).

z—0 2

ﬂ@:{z—3+ﬁ, 2 43— Ti

—i, 2=3-Ti
El punto z = 3 — 7i pertenece al dominio de f. Sin embargo,

lim_ f(z)= lm_(2—34+7i)=0# —i= f(3—7i)

z2—3—Ti z2—3—Ti
y de esta manera se tiene que f no es continua en z = 3 — 7.

225+ 522 82410
+/2 4
g(z): Z2+2 ) 27& \/_’L

5—8v/2 i, 2=1/21
La funcién g estd definida en z = /2 i y ademés del Ejemplo 5 numeral
95, se sigue que

22° 4522 — 82+ 10
im 22 T2 0 5 85— g(v2 i),

2—\/2 i 2242

luego g es continua en v/2 i.

,Qué se puede decir acerca de la continuidad de g en z = —+/2 47

&



4. Derivabilidad

Definicion 9. Sean f una funcién de variable compleja y zg € C tal que f
esta definida alrededor de zg. Definimos la derivada de f en zg como

Fo0) — tim T = 1(0)

Z—Z20 z — ZO

3)

siempre que el limite exista. En este caso se dice que f es diferenciable en
zZ = Z0.

Al tomar Az = z — 2y (incremento complejo), se tiene la siguiente versién
alternativa de (3)

) = Jim, TR

(4)

Se dice que f es diferenciable en S C C si es derivable en cada punto z € S
df
%.

Ejemplo 10. A partir de la definicién determine la derivada de las fun-

y la derivada se denota por f/(z) = f' =

ciones:
L f(z)=2
2 _ 2 2 2 _ 2
rn e (AT =25 2222 Azt (Az)T -2
Fe =y =, Az -
1
2. g(z)== conz#0.
z
1 1 —Az
Ty + Az) -1 1
! - 1 Z"‘Aizzzy L:y - =
9(2)) ArDg Az Armo T Az Arm z(z 4+ Az) z
¢

Observacion 2. Si una funcién f es diferenciable en zg entonces también
es continua en zg. Sin embargo, el reciproco no es cierto, existen funciones
que siendo continuas en un punto no son diferenciables alli.



Ejemplo 11. La funcién f(z) = Z es continua en C pero es diferenciable en
ninguna parte.
En primer lugar f esta definida para todo zy € C y ademas,

lim f(z) = lim z = %5 = f(20),

zZ—20 Z—20

de donde se sigue la continuidad de f. Pero

lim fz+ Az~ f(2) _ lim M_ lim %
Az—0 Az o Az—0 Az - Az—0 Az

y este tltimo limite no existe. (En efecto, al acercarse a 0 por el eje real

ﬁ—z — 1 pero al hacerlo por el eje imaginario ﬁ—z — —1). Por lo tanto f es
derivable en ningtin punto. o
Propiedades

Sean f y g funciones diferenciables en z. Se tienen las siguientes reglas de
derivacién:

1. diz ¢ = 0, para cada constante c € C.
d d 1 .
2. — z=1. En general — 2" =n 2"~ para cada n entero no negativo.
dz dz
3. % [c f(z)] =c¢ f'(z) con c € C.
d
4 — [f) +9()] = f(2) + ¢'(2).
5. 1) g2 = FC) o(2) + (=) 9'2).
d [f(z)] _ f'(z) 9(z) — f(z) g'(2) .
6. e [g(z)] = [g(z)]2 , siempre que g(z) # 0.
7. di,lz f(g9(2)=f"(9(2) ¢(2) (Regla de la cadena)

Ejemplo 12. Célculo de derivadas a partir de las reglas.

10



L f(z)=2°4+3i 22 +822+ (1 +3i)z - 7.

F(2) = 52* + 3i(32%) + 8(22) + (1 + V/30)
=524 490 2% + 162 +1+V3i

9y
2. g(z) = ZZ+ 5; para z # —bi.
, 2(z4+51) — (22 —14)1 224100 — 2z +14 114
g(z)= N9 = N2 = )2
(z + 5i) (z+ 51) (z + 51)
222 +3\°
3. h(z)=
(2) <4z3 +i>

222 4+ 3)4 [42(42:3 + i) — (222 + 3)1222
423 4+ (423 +4)?

W(z) =5 (

5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

De la misma forma como los limites y la continuidad de una funcién f(z) =
u(z,y) + i v(z,y) se pueden caracterizar a partir de los limites y la con-
tinuidad de las funciones componentes u(z,y) y v(z,y), la derivabilidad de
una funcién en un punto se puede determinar a partir de ciertas condiciones
que verifican la parte real y la parte imaginaria de f. Sin embargo no basta
pedir que las derivadas parciales de u y v existan, se necesita una hipétesis
adicional. Por ejemplo, se sabe que f(z) = Z es derivable en ninguna parte
y sin embargo u(z,y) = x y v(x,y) = —y tienen derivadas parciales en todo
(z,y) € R%

A continuacion se caracteriza la diferenciabilidad de una funcién en términos
de sus funciones componentes.

Definicién 13. Sea f(z) = u(z,y) + i v(z,y) una funcién de variable com-
pleja. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann (ECR) para f son

Up = Vy Uy = —Vy (5)

11



Teorema 14. Si f(z) = u(x,y)+1i v(x,y) es diferenciable en zo = xo+1i Yo
en un dominio D™, entonces las derivadas parciales us, Uy, Uz, Uy existen
en (xo,Y0) y ademds satisfacen las ECR (5) en este punto, es decir,

uz (20, %0) = vy(0, Yo) uy (20, Y0) = —vz(x0, Yo)

y ademds la derivada en zg se puede calcular como sigue

f'(20) = ua (o, yo) + i va(20,40) (6)

regunta obvia que sur . si i n u ncluir
La pregunta obvia que surge es, jsi se satisfacen las ECR se puede concl
que la funcion es diferenciable? La respuesta es no directamente, se necesita
una condicién adicional.

Teorema 15. Sea f(z) = u(x,y)+i v(x,y) una funcion de variable compleja
definida en un dominio que contenga a zo = xo+1 Yo y tal que las derivadas
parciales de primer orden de u y v existen en tal dominio. Si Uz, Uy, Vs, Vy
son continuas en (xg,yo) y satisfacen las ECR en (xg,yo) entonces f'(zo)
existe, es decir f es diferenciable en zo y (6) sigue siendo vdlida.

Ejemplo 16. A continuacién se analiza la diferenciabilidad de algunas fun-
ciones a partir de las ECR.

L. f(z) =22
Del ejemplo 3 se tiene que u(z,y) = 22 — y? y v(z,y) = 2y, entonces
Uy = 2T, Uy = =2y, vy=2y, vy,=2T
y de esta manera u, = v, y uy = —v,; para todo (z,y) € R2. Por lo

tanto f es diferenciable en C y ademds de (6) se sigue que
f(2) =ug +ivp =20 +1i 2y = 2(x +iy) = 2z,
tal como se habia demostrado a partir de la definicién de derivada.

2. g(z)=iz+2.
En este caso g(z) = g(x +iy) = i(z + 1y) + 2 = 2 — y + iz, de donde
u(z,y) =2 —y y v(z,y) = z. Entonces

uy =0, uy=-1, v,=1, v, =0,

luego u; = vy y uy; = —v, para todo (z,y) € R?. Como ademéds las
derivadas parciales son continuas en R? entonces g es derivable en C
y gl(z) = um(:v,y) +1 U:r(x7y) =0+:11=u

kkkk . . . .
Un Dominio es un conjunto abierto y conexo.

12



f(z) =1z
Siz=ua+iy, f(2) = f(z+iy) = |z +iy|* = 22 + y2, luego u(z,y) =
22 4+ y% y v(z,y) = 0. Entonces

Uy =22, Uy =2y, v:;=0, vy;=0,

de donde las ECR sélo se satisfacen sélo cuando x = y = 0. Por lo
tanto, f es no es diferenciable en z # 0. Ademads, dado que u, Uy, Vg, vy
son continuas en (0,0) entonces f es diferenciable en z =0y f/(0) =
uz(0,0) 4+ 7 v,(0,0) = 0.

1
9(z) = 2 . y
Del ejemplo 3 se sigue que u(z,y) = :E2—+y2 y v(z,y) = —W.
partir de cédlculos sencillos se obtiene
e — y -t 2zy
T ((172 + y2)2 Vy = 7(1:2 n y2)2
2xy 2 2
Uy = =75 272 v = y-r
(% +9?) VT (@2 2)2
y asi up; = vy, uy = —v, siempre y cuando x,y # 0. Ademds, para
z#0
2 2
/ . Yy - —x . Qa:y
Z) =Up +1 vy = +1 .
g( ) z z (372+y2)2 (a;2 +y2)2
f(z) ==.
En este caso u(x,y) =z y v(x,y) = —y. Entonces

Uy =1, uy =0, v,=0, v,=1,

luego u, # v, para todo (z,y) € R? y de esta manera f es derivable
en ningin punto, tal como se habia demostrado antes a partir de la
definicion de derivada.

f(z) =z Im(2).
Siz=x+iy, f(z) = flz+iy) = (x+iy) Im(z +iy) = zy +1i y?, de
donde u(z,y) = 2y y v(z,y) = y>. Entonces

Uy =Y, Uy =2, vy = 0, 'Uy:2y

y de esta forma las ECR se satisfacen solo cuando z = y = 0. Ademas,
como las derivadas parciales son continuas en (0,0) entonces f/(0) =
(0,0) + i v,(0,0) = 0. o

13



5.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar

Al usar la forma polar z = r(cos 6 +isen @) la funcién f(z) queda expresada
en términos de las nuevas variables r y 0, es decir,

f(z) =u(r,0) +i v(r,0).

Usando regla de la cadena y el hecho de que x = rcosf y y = rsenf, se
obtienen las ECR en forma polar:

1 1
Uy = — Vg Up = —— Up (7)
r T

Ejemplo 17. Sea f(z) = 2%. Si 2 = r(cosf + isen ) entonces
f(2) = r®(cos @ +isen ) = 3 [cos(36) + isen(30)],
de donde u(r,0) = 73 cos(30) y v(r,8) = r3sen(360). Por lo tanto

u, = 37 cos(36) v, = 3r? sen(36)
ug = —3r> sen(36) vg = 313 cos(36)

y claramente se satisfacen las ECR en forma polar (7). Ademas dado que las
derivadas parciales son continuas en todo (r,#) se sigue que f es derivable
en todo z # 0. o

6. Analiticidad

Definicion 18. Sean f una funcion de variable compleja y zg € C. Se dice
que f es analitica en zg si estd definida y es diferenciable en cada punto de
alguna e-vecindad |z — 29| < & de zp. Son sinénimos de analitica los términos
regular y holomorfas.

Si f es analitica en cada punto de S C C entonces f se dice analitica en S.
En particular f es entera si es analitica en todo el plano complejo.

Definicion 19. Si f es analitica en zg, se dice que zg es un punto regular de
f. Por otra parte, si f no es analitica en zg pero es analitica en algin punto
de cada e-vecindad de zg, entonces 2y es punto singular o singularidad de f.

14



Observacion 3. Como consecuencia de las propiedades de derivacion, se
tiene que si dos funciones son analiticas en un punto entonces también lo son
su suma, diferencia, producto, cociente y composicién (donde esté definidos).

Observacion 4. Si f es una funcién de variable compleja y su derivada es
cero en un dominio D, entonces la funcién es constante sobre D.

Ejemplo 20. A continuacidn se estudia la analiticidad de algunas funciones
de variable compleja:

L f() = %

Del ejemplo 16, f es derivable en todos los z # 0, por lo tanto f es
analitica en C \ {0} y z = 0 es un punto singular.

2. g(z) = 2zy +i(2? — y?).
Se tiene que u(z,y) = 2zy y v(x,y) = 2 — y?, entonces

Uy = 2Y, Uy =2T, vz =2, vy=—2y

y de esta manera las ECR se satisfacen sélo cuando x = y = 0, luego
g es diferenciable s6lo en z = 0 y por tanto analitica en ningtin punto.

3. f(2) =2
Nuevamente del ejemplo 16, f es derivable en sélo en z = 0y de aqui f
es analitica en ningtin punto y por lo tanto carece de puntos singulares.

3z+1

A ey ¥
Esta funcién es el cociente de dos polinomios, entonces es analitica
excepto en los puntos donde el denominador es cero. Por lo tanto g es
analitica salvo en z; = 2y 29 = —1, es decir en C \ {2,—1} y estos
puntos son las singularidades de g.

2241
) = gy
Igual que en el caso anterior, esta funcién es analitica salvo en los
puntos donde el denominador es cero. Las raices del polinomio z2+2z+
2 son z = —141i y por lo tanto h es analitica en C—{—2, —1+14, —1—i}
v las singularidades de h son 21 = —2, 20 = —1+14, 23 = —1 — 1.

6. f(z)=eYsenx —ie Ycosx.
En este caso u(z,y) = e ¥Ysenx y v(z,y) = —e Ycosz y de esta
manera,

15



— oY _
Uz =€ 7 COST vy, =€ Ysenx

— _ 57y _
Uy = —€ "Senx vy =e Ycosx.

Entonces las ECR se satisfacen en todo (z,y) € R?y como las derivadas
parciales son continuas en R? entonces f es derivable y por tanto
analitica en C, esto es f es entera.

7. h(z) =eY e
Usando la férmula de Euler para los reales
T .
e” =cosx +isenzy,
entonces h(z) = e¥ cosx+i e¥ senz y de esta manera u(x,y) = e¥ cos z,
v(z,y) =e¥senzx y
u, = —e¥senx y
z Vp = €7 COST

— Y
Uy = €7 COST vy = e’ senw,

pero no existe ningun valor de z que satisfaga simultdneamente que
senx = 0y cosz = 0, por lo tanto las ECR se satisfacen en ningin
punto y asi f es diferenciable y analitica en ningin punto.

¢
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